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1 Zahlensysteme

1.1 Natirliche und ganze Zahlen

Darstellung der naturlichen Zahlen auf der Zahlengerade:

+1

| (N

| >

| | | | | | | | |
e B B A
012 34567 8 91011

Abkurzungen:
N — Menge der natirlichen Zahlen
No — Menge der natirlichen Zahlen einschlief3lich der Null

Es gibt keine groRte natiirliche Zahl

Darstellung der ganzen Zahlen auf der Zahlengerade:

-1 +1
() N
L s e e e e e LA e
6 -5-4-3-2-1 0+1+2+3+4 +5+6
bzw.
B B B e B B e B LSS e B
6 54-3-2-101234 56
Abktrzung:

Z — Menge der ganzen Zahlen
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1.2 Rationale Zahlen

1.2.1 Teilbarkeitsregel
Definition:

LaRt sich eine natirliche Zald ohne Rest durch eine natirliche Zahlteilen, so
wird der Divisora Teiler der Zahlb genannt.

Spezialfalle:
1. Jede nattrliche Zahl ist Teiler von sich selbst.
2. Jede naturliche Zahl ist Teiler der Zahl 0.
3. Jede natirliche Zahl hat den Teiler 1.

Eine naturlich Zahl, die keinen echten Teiler besitzt (d.h. nur sich selbst und 1 als Teiler
besitzt), wirdPrimzahl genannt, z.B.:

2,3,5,7,11,13/17,19,23 29,...
Eine naturlich Zahl, die echte Teiler hat, wzdsammengesetzte Zatdenannt, z.B.:
4,6,89,10,12 14,1516,18, ...

Sieht man von der Reihenfolge ab, so laf3t sich jede zusammengesetzte Zahl eindeutig in
ein Produkt aus Primfaktoren zerlegen, z.B.:

165=3-5-11

Teilbarkeitsregeln:

Eine Zahl ist genau dann durch
e 2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer durch 2 teilbar ist.
e 3teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.
4 teilbar, wenn die aus ihren letzten beiden Ziffern gebildete Zahl durch 4 teilbar
ist, oder die letzten beiden Ziffern Nullen sind.
5 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer 5 oder O ist.
6 teilbar, wenn sie gerade ist und ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.
8 teilbar, wenn die aus ihren letzten 3 Ziffern gebildete Zahl durch 8 teilbar ist.
9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.
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Definition:
Jede Zahl, die sich als Quotient ganzer Zahlen darstellen laRtrhgddtale Zahl.

Darstellung der rationalen Zahlen auf der Zahlengerade:

—~— H m i | S S
-3 _2—2 '%; Oi 1 253
4 4 4 2

Abkirzung:
Q — Menge der rationalen Zahlen.
1.2.2 Die vier Grundrechenarten
Addition
Grundregeln:

(1) a+b=b+a Kommutativgesetz

(2) a+0=0+a=a neutrales Element

(3) (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz

Vorzeichenregelung:

(1) (+a)+(+b)=+a+b=a+b
(2) (—a)+(—b)=—a—b=—(a+b)
3) (+a)+(-b)=+a—b=a-b
(4) (—a)+(+h) = —a+b=—(a—b)




hochschule fiir angewandte wissenschaften
FACHBEREICH ELEKTROTECHNIK UND INFORMATIK hamburg
university of applied sciences

Subtraktion

Die Subtraktion ist die Umkehroperation der Addition.

Vorzeichenregelung:

Eine Zahl wird subtrahiert, indem sie mit entgegengesetztem \orzeichen addiert
wird.

(1) (+a)—(+b)=(+a)+(-b)=a—-b
(@) (-a)—(-b) = (-a)+ (+b) = —a+b
() (+a) — (—b) = (+a) + (+b) = a+b
(4) (&) —(+h) = (—a)+(-b) =
Multiplikation
Grundregeln:
(1) a-b=Db-a Kommunikativgesetz
2)a-l=1-a=a neutrales Element
(3) (a-b)-c=a-(b-c) Assoziativgesetz
(4) a-(b+c)=a-b+a-c=(b+c)-a Distributivgesetz

Vorzeichenregelung:

Zwei Faktoren mit gleichen Vorzeichen ergeben ein positives, mit ungleichen Vor-
zeichen ein negatives Produkt.

(1) (+a)-(+b)=+a-b=ab

(2) (—a)-(-b)=+a-b=ab

(3) (+a)-(—b)=—a-b=—ab

(4) (-a)-(+b)=—-a-b=-ab

Spezialfalle:

a-0=0
(a+b)-(c+d) Multiplikation von Klammern
=a-(c+d)+b-(c+d)
= ac+ad-+bc+ bd
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Division

Die Division ist die Umkehroperation der Multiplikation.

Vorzeichenregelung:

Der Quotiont ist positiv, wenn Divident und Divisor gleiche Vorzeichen haben,
negativ bei ungleichen Vorzeichen.
a
(1) (+a): (+b)=+4a:b=

ol oo

2) (—a):(—b)=+a:b=
(3) (+a): (~b)=-a:b= _g
(4) (-a): (+b) = —a:b=—¢
Spezialfalle:
La_-a_a
b™ b —b

(a+b) :C:a:c+b:c:9+9
c ¢

a ma .
—=— mMEZ, Erweitern
b mb

ma a

— =— mMEZ, Klrzen
mb b

1.2.3 Das Rechnen mit Bruchen

Addition/Subtraktion von Briichen

Gleichnamige Briche werden addiert (subtrahiert), indem man den Zahler addiert
(subtrahiert) und den Nenner beibehélt.

a b a-+b a b a-b
__|__:L bzw. - = a,b,ceZ
cC ¢C C cC C C

Ungleichnamige Briiche mussen vor der Addition (Subtraktion) gleichnamig gemacht
werden (~ geschicktes Erweitern, so daf3 beide Briiche den gleichen Nenner haben).

ad cb ad+cb

C
d bd bd_  bd
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Multiplikation von Bruchen

ac

ac
b d bd

m
m=— a,b,c,d meZ

oo
(on

Division von Briichen

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dem Kehrwert des Bruchs multi-
pliziert.

a_b_ac_ac
‘c b b
a al a
—'C=—-—+— = —
b b c bc
a
a.c_p_ad
b'd-C b'¢c Doppelbruch
d
Va,b,c eZ

Das Umrechnen von Dezimalzahlen in Briiche

Endliche Dezimalzahlen

Endliche Dezimalzahlen kdnnen durch Erweitern mit einer Zehnerpotenz und an-
schlieBendes Kirzen sehr einfach in Briiche umgerechnet werden.
Seid eine Dezimalzahl mix Nachkommastellen, so gilt:

~ p-10°
T

d
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Unendliche periodische Dezimalzahlen

Fur eine unendliche periodische Dezimalzphmhit Periodenlangg gilt analog:

d(10/—1)
T 101

Beispiele:

(1)

025107

10°
25

100

0.25

Klrzen mit 25:
= 025 =-

(2)

99

Kirzen mit 9:
— 5
045 = —
= 11

10
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1.3 Reelle Zahlen

1.3.1 Potenzen

Definition:

a" ist die abkirzende Schreibweise fita-a-...-a, und zwam-mal.

Potenz Exponent
Basis H

Rechenregel:
vV a> 0 oderb >0 odermnecZ
(1) am.a"=amn

(2) a"-b"=(a-b)"

1
3) a "= ~
@ S =am
a" a
® 5= (p)

Spezialfalle:

(7) at=a, a®=1 fura#0
0"=0 furn#0, 1"=1

(8) (_a)Zn — _,_a2n7 (_a)2n+1 — _a2n+1

1.3.2 Binomische Formeln

(1) (a+b)? = a?+ 2ab+b?
(2) (a—b)2=a?—2ab+b?
(3) (a+b)(a—b)=a%—b?

Hbéhere Potenzen:

(a+b)3 = a3+ 3a?b+ 3ak’ + bd
(a+b)* = a*+4a3b + 6a%b? 4 4ab?® + b*

11
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Fur dien-te Potenz des Ausdruckéa+ b) erhalt man die Koeffizienten der gemischten
Terme mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks.

Pascalsches Dreieck

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

Verschiedene Aspekte des Potenzieren§ & b:

1. Potenzrechnung
gegebena,n gesuchtb
Schreibweisea" = b Beispiel: 2 =8

2. Wurzelrechnung
gegebenb,n gesuchta
Schreibweises)/b = a Beispiel:v/8 =2

3. Logarithmenrechnung
gegebena,b gesuchtn
Schreibweise: logo=n  Beispiel:log, 8 =3

1.3.3 Wurzeln

Definition:
Unter dern-ten Wurzelv/b aus einer Zahb versteht man diejenige Zahl die mitn
potenziert ergibt. (1. Umkehrung des Potenzierens).

Vb=a < a'=b

12
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Rechenregeln:

(1) \”/éza% nmeZ a>0oderb>0
0/am = an Zusammenhang mit der Potenzrechnung

(2) Va- Vb= {/(ab)

@ ==VE

(@) {/Va=rya=Y/va
(5) V" = (ya)"

Spezialfalle:
6) Vi=1 V0=0
(7) Va=a Va'=a

(8) Ya=./a spezielle Bezeichnungsweise

13
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1.3.4 Irrationale Zahlen

Behauptung:

Es gibt keine rationale Zahl, die mit sich selbst multipliziert den Wert 2 ergibt!

Beweis:

Es seix die Zahl, deren Quadrat 2 ergibt:
=2 o x=V2

Annahme:

X ist eine rationale Zahl, d.hx = %, mit a,b €7Z, wobei a und b keinen
gemeinsamen Teiler mehr besitzen (d.h. der Bruch ist vollstandig gekdrzt).

a2

= XZZZZE
= 20%=a

=  a’istgerade

a2 kann aber nur dann gerade sein, wenn in der Primzahlzerlegung von
eine 2 vorkommt, also

a2 ist durch 4 teilbar.
und damit

2b? ist durch 4 teilbar.

= b? ist durch 2 teilbar
= b ist durch 2 teilbar

= % ist kiirzbar im Widerspruch zur Annahme

= x ist keine rationale Zahl!

14
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Man kann die Zahl/2 jedoch durch rationale Zahlen n&hern:

Intervallschachtelung

12=1, 22=4

1.52 =225
1.25° = 1.5625

1.4° =1.96
1.45% = 2.1025
1.42% = 2.0164
1.41% = 1.9881

1.41% = 2.002225
1.414 = 1.999396

Schneller funktioniert das

Heronverfahren

L T R A

USW.

1<v2<2
1<vV2<15
1.25<Vv2<15
14<v2<15

1.4 <V2< 145
14<V2<142
141< V2 <142
1.41< V2 <1415
1.414< V2 < 1.415

Das Heronverfahren ist eirteratives Verfahren zur Berechnung eines Nahrungs-

wertes fur,/a. Man startet mit einem groben Nahrungswertind berechnet mit dessen

Hilfe einen besseren Nahrungsweit Diesen benutzt man wiederum, um einen noch
besseren Nahrungswest zu berechnen und so fort:

1 a
xn+1:—(xn+—) n=0,12...

2 Xn
Beispiel:

\/67 - a=~6, Xo=3
1 6 1 6 1

Xl_é(xo+x_o>_§(3+§ —55—25
1 6 1 6

— 2)=Z(25+-2)=24

X2 Z(Xl—l-xl) 2( 5—|—2.5) 5

1 6 1 6

X = 2449489743  Xg=---

15
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Der Taschenrechner liefer/6 = 2.449489743

Beide Prozesse lassen sich beliebig lange fortsetzen, ohne dall man den genauen
Wert erhalt oder sich eine periodische Wiederholung der Dezimalstellen ergibt. Daher
sindv/2, v/6 usw. unendliche, nichtperiodische Dezimalbriiche.

Definition:

Unendliche, nicht periodische Dezimalbriche nennt niaationale Zahlen. Die
irrationalen Zahlen bilden zusammen mit den rationalen Zahlen die MengeelEn
Zahlen R.

Fur je zwei reelle Zahlen, b gilt genau eine der folgenden drei Beziehungen:
a<b oder a=b oder a>b

Beziehungen der Foria< b unda > b werden aldJngleichungenbezeichnet. Zu ihnen
zahlt man auch die Beziehungan> bunda < b.

Definition:
Unter dem Betrag einer reellen Zahl wird der Abstand des zugeordneten Bild-

punktes zum Nullpunkt verstanden. Er wird durch das Syrndaekennzeichnet und ist
stets positiv:

a a>0
la| = 0 falls a=0
—a a<0
Esgilt: |a| >0
Beispiele:
3[=3 |=5[=5 [=|=7

2X+2 falls x> -1
|2x+ 2| =
—(2x+2) falls x< -1

dennesgilt: 2+2>0&2x>-2&x> -1
X+2<0& X< 2&x< -1

16
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Spezielle Teilmengen von R

No={0,1,2,3,4,...} natirliche Zahlen mit 0
N={1,2,3,4,...} natirliche Zahlen
Z={0,+1,+2,+3, ...} ganze Zahlen

Q= {x|x= %, mitae€Z,b eN} rationale Zahlen

Wichtige Intervalle

1. Endliche Intervalle

e [a,b]={xla<x<b} abgeschlossenes Intervall
e [a,b)={xja<x<b} halboffenes Intervall

e (a,b] ={xja<x<b} halboffenes Intervall

e (a,b)={xja<x< b} offenes Intervall

2. Unendliche Intervalle

* [am), (8,%)

o (—,b], (—o,b)

o (~w,0=Ry, [0.0) =g
o (—o0,00) =R

1.3.5 Logarithmen

Das Logarithmieren ist die zweite Umkehrung des Potenzierens. Mit Hilfe des Logarith-
mus laR3t sich bei bekannter Potdnand Basisa der Exponenh ermitteln:

Numerus
n=log, b/
e N
Logarithmus Basis

Sprechweise: nist der Logarithmus vob zur Basisa.

Rechenregeln:
(1) al°%b =p

(2) log,(b-c) =log,b+log,c

17
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(3) log, (g) =log,b—log,c

(4) logy(b*) =x-log,b
Spezialfalle:

(5) log,a=1 logal=0

(6) log, (%) = —log,b

(7) log, b= -log,b

Spezielle Bezeichnungsweise:

e l0g;p — lg Dekadischer Logarithmus
e log. — In Nattrlicher Logarithmus
e log, — Ib Binarer Logarithmus

Umrechnung von einer Basis auf die andere:

_ log;b
00,0 = log.a

Beweis:

nach (1) gilt:  a°%P=p
= log, (a'ogab> —log.b

mit (4) =  log,b-log.a=log.b
log. b
log.a

= log,b=

1.4 Komplexe Zahlen

Eine Quadratwurzel aus einer negativen Zahl ist eine imaginare Zahl:

V=9=19-(-1)=Vv9-v/-1=3/-1
V-a=/a? (-1)=Va.V—1=a/-1

v —1 wird als eine neue Zahl eingefiihrt, die nach Eudesginare Einheit genannt und
mit dem Buchstabepnbezeichnet wird.

P=-1  j=v-1

18
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Imaginére Zahlen sind nun neben der imaginaren Einhatich alle reellen Vielfachen
a-j,aeR also z.B.

3] y J y \/1_7J
Zu beachten ist, dal3 vor Anwendung von Rechenregeln auf imaginare Zahlen diese stets
als Produkt zu schreiben sind, das den Faktenthalt, also

V-a=jva
v—av-b=jyajvb= j*/ab=—vab
V—=3V—=27=jV3jV27=j>/81= -9
Definition:
Als komplexe Zahlz bezeichnet man die Zahl

z=a+jb a,beR

Abktrzung:
C - Menge der komplexen Zahlen

Gleichheit von Komplexen Zahlen:

a+jb=c+jd genau dann,wenn a=c und b=d

Sonderfalle:
a=0 imaginare Zahl
b=0 reelle Zahl

Darstellung in deGaul3schen Zahlenebene

) (imaginére Achse)

_ Re(z)
—-6-5-4-3-2-1 | 1‘ 2‘ 3 | 4‘ 5‘ 6‘ (reelle Achse)

19
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Rechenregelin:

(1) (a+jb)+(c+jd)=(a+c)+ j(b+d)
(2) (a+jb)—(c+jd)=(a—c)+j(b—d)
(3) (a+jb)-(c+ jd) = (ac—hbd)+ j(ad+ bc)

Binomische Formeln:

(1) (a+ jb)2=a?+2jab—b?
(2) (a—jb)?>=a?—2jab—b?
(3) (a+jb)-(a—jb) =a’+b?

Division:
at+jb a .b
o L2442
c C C
a+jb ja+jb) ja—b
(2) . = <.2 ): —=-—1=
ic jec C C

3 (a+jb) _ (a—i—!'b)-(c— j:d)
(c+jd) (c+jd)-(c—jd)
_ac+bd+ j(bc—ad)
B c?+d?
ac+bd bc—ad
TR e

20



2 Funktionen

2.1 Der Begriff der Funktion

Definition:

Eine Funktion ist eine Menge geordneter Paapey). Dabei wird jedem Element

X aus einer Meng® genau ein Elementaus einer Meng#V zugeordnet.

Die Elementex € D heiRenArgument oder unabhéangige Variable die Elemente

y = f(x) € W heilRenFunktionswert oderabhéngige Variableder Funktion.

Die Menge D aller Argumente bildet derDefinitionsbereich die MengeW den
Wertebereich der Funktion. Die Menge aller FunktionswertéD) wird Wertemenge

genannt, fur sie gilf (D) C W.

2.2 Darstellung von Funktionen

2.2.1 Analytische Darstellung

f: D—-W

x—y=f(x) (Angabe der Zuordnungsvorschrift), bzw.

f: y=1f(x oder f: y=yXx

Leseart:
o y=1(0) Funktionswert an der Stelle= 0
o y="f(a) Funktionswert an der Stelle=a
o y="1(x1) Funktionswert an der Stelle= x;

Die Zuordnungsvorschrift wird i.A. durch eine Gleichung (Funktionsgleichung) darge-

stellt, z.B.
y=2X+5 oder y—2x—-5=0
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Man nennt die verschiedenen Formen der Funktionsgleichungen:
e explizite Formnacly y=f(x) zB. y=2x-1
o explizite Formnackx x=f(y) z.B. x=3y+3

e implizite Form F(x,y)=0 zB. y—-2x+1=0

2.2.2 Darstellung durch Wertetabellen

y=2x—1

e e
\IU'IOOI—“%

Dies findet haufige Verwendung bei der Aufnahme von Mel3ergebnissen und flr Funktio-
nentafeln.

2.2.3 Graphische Darstellung

Kartesisches Koordinatensystem
Es kann jedem Punkt ein geordnetes Raay) zugeordnet werden. Die Menge

graphf = {(x,y)[xe D,ye W:y= f(x)}

bildet dann dertGraphen oder dieKurve der Funktion f.

Polarkoordinaten

Um die Lage eines Punktes in der Ebene festzulegen, kann man statt der kartesischen
Koordinaten(a, b) auch den Abstand vom Ursprung(0,0) und den Winkelp, den die
Verbindungslinie zwischen Punkt und Ursprung mit dekchse bildet, angeben. Der
Winkel ¢ wird gegen den Uhrzeigersinn positiv gezahlt.
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Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten:

r=+va2+b? tan(p:?l

Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten:

a=r-cosg b=r-sing

2.2.4 Parameterdarstellung

Es ist mdglich, sowohk als auchy in Abhangigkeit eineHilfsvariablen oder eines
Parametersdarzustellen:

X=P(t) y=W(t) t : Hilfsvariable
Die Parameterdarstellung ist haufig vorteilhaft bei der Beschreibung von Bewegungsvor-
gangen.

Beispiel:
Waagerechter Wurf
1.5
X=vy-t = —_gt
0 y 29
Die Parameterdarstellung kann in kartesische Form gebracht werden, indem eine der bei-
den Gleichungen nadhhin umgestellt und dann in die andere eingesetzt wird:

X
t=—
Vo
Loy L)
y= Zg Vo
g 2
:} :—_.X
y 2v2

Der resultierende Graph ist eine Parabel (Wurfparabel).
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2.3 Eigenschaften von Funktionen

2.3.1 Monotonie
Definition:

Eine Funktionf heil3t in einem Intervall monoton steigend wenn fir allex;,xo € |
gilt:
X1 <X = f(x1) < f(x2)

Eine Funktionf heil3t unter den gleichen Bedingungaonoton fallend, falls gilt:
X1 <X = f(x1) > f(x)
Man spricht vorstreng monoton steigendzw. streng monoton fallend falls gilt:

X1 <X = f(x1) <f(x) bzw. x3<x = f(x1) > f(x)

2.3.2 Gerade/ungerade Funktionen
Definition:
Eine Funktionf heil3t gerade Funktion, wenn mit jedemx € D auch —x € D ist,

und fur allex € D qilt:
f(x) = f(—x)

Die Kurven gerader Funktionen sind stets symmetrisclyAchse Achsensymmetrig.

Eine Funktion f heil3t ungerade Funktion, wenn mit jedemx € D auch —x € D
ist, und fur allex € D qgilt:

Die Kurven ungerader Funktionen sind stets symmetrisch zum Koordinatenursprung
(Punktsymmetrie).

Beispiele:
(1) f(x)= -1 ist gerade, denn
X241 g '
_x)2_ 2 _
(= X g

(—x)2+1 x2+1
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(2) f(x)=3x(x*—5) ist ungerade, denn

f(—x) = 3(—x)((—x)? = 5) = —3x(x* - 5) = — f(X)

(3) f(X) =x2+2x+3 ist weder gerade noch ungerade, denn

_ 2 2
f(—X) = (—X)*+2(—X) + 3=x*—2x+ 3 # f(X) # —f(X)
13 S N K T
// \ / ;
11 R , \ K ! B
\ / \ K4 !
9r ! \ X ! B
\ I \ K4 1
L N \ R4 ! i
T @~ / \ ,
5L unsym=. I ' a ! |
. . \ . 1
metrisch '~/ \ e ‘
3r ’Il\'\ Pie ! B
| S . -7\ 1
1k ! ! ! -
1 //—r’—_
1k I ! i
! v (D
-3} ! \ achsen- i
,' \\ symmetrisch
-5t 12) \ 4
! punkt- \
-7r ,' symmetrisch ‘\ 7
9l 1 \ i
1 \
1 \
-1t \ . i
| N
-13 I I | 1 o I
-4 -3 -2 -1 0 1 3 4

2.3.3 Beschranktheit

Definition:

Eine Funktion heifRtnach oben beschranktbzw. nach unten beschrénkt wenn
die Wertemengd (D) nach oben bzw. nach unten begrenzt ist. Sie heéSthrankt,
wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt ist.

Beispiele:
(1) y=x3+43x
2 y=x*-2
() y=v3-x

(4) y=In(9—x?)

nicht beschrankt
nach unten beschrankt

nach unten beschrankt
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10— :
f /
v ,
\ ,
\ ,
\ (@3]
N ) /
5 N / b
\‘\ ‘/'
| ®
________ T R S
RS il Y A P
\.\ TS - \"\v.s
0 ‘\' /./ 7 ~
N s
_57 m
“(4)
-10 s I I I I :\
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2.3.4 Injektive, surjektive und bijektive Funktionen
Definition:

Eine Funktionf : D — W, x — y = f(x) heiRtinjektiv, wenn fur allex;,x; € D
gilt:
X1 £ X = f(x1) # f(X2),

d.h. falls jedeny € W héchstens eim € D zugeordnet ist.

Sie heil3surjektiv, falls
f(D)=W,

d.h. falls jedeny € W mindestens eir € D zugeordnet ist.

Ist eine Funktion sowohl injektiv als auch surjektiv, so wird &igektiv genannt,
d.h. jedemy € W ist genau eirx € D zugeordnet und umgekehrt.
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weder injektiv noch surjektiv
surjektiv

injektiv

bijektiv

Beispiele:
16
y=x
12+
o
a
0
4 ‘
6 -4 -2
e f: R—R, X —y=Xx
e f: R>R{, X—y=Xx2
e f: Ry —R, X—y=Xx2
o f: R =R, x—y=x2
1»
0.8f
0.61
0.4}
0.2r
0
-0.2
-0.4F}
-0.6
_0.8>
_1»
-1 —015
e D=W=R
eD=[-11 W=][-11]
eD=[-11 W=0]
e D=[0,1] W =R}
e D=10,1] W =10,1]

keine Funktion
keine Funktion
surjektiv
injektiv

bijektiv

27



hochschule fiir angewandte wissenschaften
FACHBEREICH ELEKTROTECHNIK UND INFORMATIK hamburg
university of applied sciences

2.4 Umkehrfunktionen

Ist f: D — W, x—y= f(x) bijektiv, so gibt es zu jedeny € W genau ein
Urbild x mit f(x) = y. Man nennt die Funktion, welche jedesne W sein Ur-
bild x zuordnet, dieUmkehrfunktion zu f; sie ist ebenfalls bijektiv und wird mit
f~1: W=D, y—x=f~1(y) bezeichnet.

Meist behalt man die unibliche Schreibweise der Variablen nicht bei, sondern ver-
tauschtx undy und schreibt:
f=1y=f1x

2.4.1 Rechnerische Bestimmung der Umkehrfunktion

Es gibt zwei Moglichkeiten:
1. y= f(x) nachx auflésen und anschlie3end die Variablen vertauschen.

2. zunachst die Variablen vertauschen und daenf (y) nach y auflésen.

Beispiel: f: y=2x+1
1. y= f(x) nachx auflésen: 2=y-1
y—1
=72
: : ~1. x—1
Variablen vertauschen: = y= >
2. Variablen tauschen: X=2y+1
x = f(y) nach y auflésen X—1=2y
x—1
2 - y
x—1
ffl —
=72
Es qilt:
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Beispiel:
f: y=fx)=x* xeR*
fl. y=11x=v

= X)) = F13) = Ve =x
F(F1(%) = f(VX) = (VX)* =x

2.4.2 Graph von Funktion und Umkehrfunktion

Fur eine graphische Darstellung bedeutet eine Vertauschung der Variablen eine Vertau-
schung der Koordinaten.

Man erhéalt die graphische Darstellung der Umkehrfunktion, indem man den
Graph der Funktion f an der Geraden=yx spiegelt.

Beispiele:

10

y = exp(x)

=1In(x)
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10
2
=X
y = x
5, -
7 y = +VX
O \
\,
y =-Vx
_5 |
35 0 5 10

2.5 Rationale Funktionen

2.5.1 Lineare Funktionen

Die allgemeine Form einer linearen Funktion (Funktion 1. Grades) lautet:
y=mx+b
wobeimundb beliebige Konstanten ad&sind.

Die Kurve einer Funktion 1. Grades ist stets eine Gerade.

y=mx +b

Steigungsdreieck
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In der Funktiony = mx+ b ist b der Abschnitt auf dey-Achse Achsenabschnit) undm
die Steigungder Geraden. Fur diese gilt:

Mo Y2y _ f(x2) — f(xa)

Xo — X1 Xo — X1
10 ;
8 \\ 3 I ,I
6 \ AN
4 \ // 2X
2 - N ./'l yi=
0 1y X Y2 = 3x
-2 /'I-\ y3 = _2X_ 2
-4 I_," <
6 "' \
—8 A// \ \
Ny o700 24638
Spezialfalle:
1.b=0 y=mx Gerade durch den Ursprung
2. m=0 y=b Gerade parallel zux-Achse

3. x=a a€R Gerade parallel zw-Achse (KEINE Funktion!)

Abgesehen von den beiden zuletzt genannten Spezialfallen sind Geraden stets streng
monoton steigendni > 0) oder streng monoton fallendan(< 0). Daher sind Geraden

immer bijektive Funktionen.

Nullstellen einer linearen Funktion

Die Stellex, an der die Funktion di-Achse schneidet, nennt masulistelle. Sie
kann der graphischen Darstellung entnommen werden, oder aber rechnerisch bestimmt

werden.

Rechnerische Bestimmung der Nullstelle:

In die Funktionsgleichung fiy den Wert O einsetzen und die entstehende Glei-
chung nachx auflésen.
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Beispiel:

y = 2x+3

Nullstelle: 0 = 2x+3 |-8

-3 = |12
x = 3
2

2.5.2 L6sung von linearen Gleichungen und von linearen
Gleichungssystemen mit 2 oder 3 Variablen

Lineare Gleichungen

Eine lineare Gleichung mit einer Variablen
ax+b=0, a#0

besitzt genau eine Losung

b
X= ——
a

Die Losung einer linearen Gleichung mit einer Variablen stimmt mit der
Nullstelle der zugehérigen Funktionsyax+ b Uberein.

— graphische Losungsmadglichkeit

Lineare Gleichungen mit zwei Variablen
Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen |af3t sich stets in folgender Form angeben:

ax+by=c

Ein Zahlpaar(x,y), das diese Gleichung zu einer wahren Aussage macht heif3t Losung
dieser Gleichung.

Eine Gleichung mit zwei Variablen hat i.A. uendlich viele Losungen, die, graphisch
dargestellt, auf der Geradem+ by = c liegen.

Um zwei Variablen eindeutig festzulegen, reicht eine einzige Gleichung nicht aus.
Erst ein System aus zwei Gleichungen kann ein Wertepagy eindeutig festlegen, das
sowohl die erste als auch die zweite Gleichung Iost.
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Beispiel:
Hry=15 } Lineares Gleichungssystem mit zwei Variablen
5x— 6y =2
10
ol
sl
v
6l
5|
4k
- —m - - - - Schnittpunkt
L : (4,3) |
1t | |
I
I
I
I
I
I
| ]
I
| ]
! ! ! l L ‘ ‘ : :
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fur die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit zwei Variablen ergeben sich
drei Moglichkeiten:

1. Die Geraden schneiden sich — genau eine Losung
2. Die Geraden sind parallel — keine LOsung
3. Die Geraden sind gleich — unendlich viele Losungen

Numerische Verfahren zur Lésung des Gleichungssystems:
Einsetzverfahren
Eine der beiden Gleichungen wird nach einer Variablen umgestellt. Der enstehende

Ausdruck wird dann an Stelle dieser Variablen in die zweite Gleichung eingesetzt. Es
entsteht eine neue Gleichung mit einer Unbekannten, die man Iésen kann.
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(1) 3x+y=15

(2) bx—6y=2
(1) nachy auflésen:

(3) y=15—3x

In (2) einsetzten:
5x—6(15—3x) =2

Ausrechnen:

9X—90+18x =2
23x =92 = Xx=4

Ergebnis flrx in (3) einsetzen:

y=15-3-4=3

Gleichsetzungsverfahren
Man 16st beide Gleichungen nach derselben Variablen auf und setzt die so entstehenden
Ausdriicke gleich. Es entsteht wiederum eine Gleichung mit nur einer Variablen.

(1) 3X+y=15
(2) 5x—6y=2
Auflésung beider Gleichungen nagh

(3) y=15—3x

5 1
4 —-6y=2-5 = _X——=
(4) Yy X = y=gXx—3
Gleichsetzen:

5 1
15— 3x = 2x— =
=873

Auflosen nach

90— 18x=5x—2
—23=-92 = X=4

Wert furxin (3) einsetzen:
y=15-3-4=3
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Additionsverfahren

Man multipliziert eine der Gleichungen mit einem geeigneten Faktor, so daf} eine
der Variablen herausfallt, wenn man die neuen Gleichungen addiert. Es entsteht wieder
eine Gleichung mit einer Variablen.

Beispiel:
(1) 3X+y=15
(2) 5x—6y=2
Multiplikation von (1) mit 6:
3) 18x+ 6y = 90
4) Sx—6y=2
Addition von (3) und (4):

18x+ 5x+ 6y — 6y = 90+ 2
23x =92 = X=4

Wert flirx in (2) einsetzen:
5-4—6y=2

—by=—-18 = y=3

Lineare Gleichungssysteme (drei Gleichungen mit drei Variablen)

Zur Losung dieser Gleichungssysteme werden ebenfalls Einsetz—, Gleichsetz— und
Additionsverfahren verwendet.

Beispiel:
(1) 4x+y—2z=0
(2) 3x+2y+3z=16
(3) 5x—y+3z=12

(1)+(3): (4 Xx+z=12
(2)+2-(3): (5) 13x+9z=40

—9(4)+(5): (6) —68=—68
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Xx=1
(4 z=12—-9x=12-9-1=3
(1) y=2z2—4x=2-3—-4.1=2

Probe:

4.142-2.3=4+2-6=0/
3.1+2:24+3:3=3+4+9=16,/
5.1-2+3.3=5-2+9=12,/

2.5.3 Quadratische Funktionen

Eine Funktion der Form
y=aX+bx+c ab,ceR,a#£0

heildtquadratische Funktion.

Spezielle Formen:

1. y = X2 Normalparabel

Eigenschatften:
e gerade Funktion
e Scheitelpunkt bes= (0,0)
eD=R f(D)=Rj surjektiv

2. y=Xx°+q

Eigenschaften:
e Die Normalparabel ist urg auf dery-Achse verschoben
e gerade Funktion
e S=(0,0)

e D=R f(D) =[q,») surjektiv
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y = X%+ px+q

Eigenschaften:

Die entstehende Normalparabel ist sowohk+nals auch iny-Richtung ver-
schoben

weder gerade noch ungerade

Die Bestimmung des Scheitelpunktes anhand der gegebenen Form der Glei-
chung ist schwierig. Es &Rt sich jedoch jede Gleichung der Fee®? + px+
g durch geeignete Umformungyadratische Erganzung in die Gestalt

Y= (X—Xs)*+¥s
bringen. Der Scheitelpunkt ist dann gegeben durch

S: (XSa yS)
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Beispiel:
)
y=X"—6x+7
& y=X—6Xx+9-9+7
& y=x>—6x+9-2
& y=(x—3)2-2
e D=R f(D) = [ys, ) surjektiv
10 . 1 / 1
\ \ 7 !
\ \ ! !
\ ‘ !
8t ! \\ /‘/ ! .
\ . 2 : /
\ \ y:(x—2) +4 ! /
\ \ ! !
\ \ ! /
\ : / /
or \ \'\ ’ ! 1
\ \ / /
. : /
\\ \\ /_/ ,
S e /
41 \ )~ / b
\ S=(2,4) /
\
\ /
/
2t y=x* \ J , .
N ;) y=(x=2)
/
N /
Ok S o7 |
S=(2,0)
_2 | | |
=4 -2 0 2 4 6
y=ax +bx+c

Eigenschaften:

¢ Der Faktora vor demx? bewirkt eine Streckung oder Stauchung der Normal-
parabel. Fur Werta < 0 ist die Parabel nach unten gedffnet.
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10 v T ‘\ T T VA
\ | ! /'
\ I
2 /
8 \ “ y=2x I , .
\ \ ! /
: !
\
6 3 \ | ‘/ n
, \ \\ p Y
y=0.5x" I %
4 \ \\ / , , ]
A \ /o y=x
\ /
2 \ \ / h
\ 1)
AN \ / V2
~ 7/ -
ENNY S
. ~N
s AREN
// a NN
-2+ NN -
s/ \
/o AN
2 Voo
-4+ ‘o v ]
P A
-6 _ 2/ / \ \ i
y=-0.5x", ) \ \
/ . \ \
/< 2
-8l // , y= =X \ \\ _
/ / \ \
-10 | /I X | | \ A !
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

e Auch hier l&R3t sich der Scheitelpunkt nach entsprechender quadratischer
Erganzung direkt ablesen.

Beispiel:
y=—3x*>+2x+3

X2 — 4x— 6) | Faktor—3 ausklammern

<
I
|
Py

x? —4x+4—4—6) | Quadratische Erganzung

<
I
|
Py

X2 —4x+4—10)

(x—2)?—10)

<
|

< <
Il I
| |
NI NI NI NI NI
~—~

—
x
|
N
—
N
—+
(93]

| Faktor—% einmultiplizieren

n
I
—~
N
ol
SN~—

| Scheitelpunkt ablesen
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2.5.4 Losen von quadratischen Gleichungen

Jede quadratische Gleichung der Form:

ax +bx+c=0
laRit sich in dieNormalform

X2+ px+q=0

umwandeln.

Die L6sung einer in Normalform gegebener quadratischen Gleichung laf3t sich mit der
p-g-Formel berechnen:
__Pp P2
xp=—5%(3) 0
Eine quadratische Gleichung besitzt je nach dem Zahlenwert unter der Wurzel:

(1) (g)2 —q>0 2 Lésungen
2) (g)2 —q=0 1 Lésungen
3) (Ig)2 —g<0 keine reellen Lésungen

Graphische Lésung quadratischer Gleichungen
1. Mdglichkeit:
Man zeichnet die zugehorige Parabel und liest die Nullstellen ab.
2. Mdoglichkeit:

Man bringt das quadratische Glied allein auf eine Seite
X2 = —px—(

und zeichnet
y=x* und y=-px—q

Die Schnittstellen beider Kurven sind dann die Nullstellen.
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Beispiel:
y=xX>4+Xx—2

10 \

\ y=X 1

N\ (29

2.5.5 Ganzrationale Funktionen

Eine Funktion der Form

f(x) = apxX" +an_ X"+ -+ ap® + X+ ag
mit an,an-1, " ,a1,a0 ER) an750

wird ganzrationale Funktion n-ten Gradesoder auctPolynomfunktion n-ten Grades
genannt.

Beispiele:
o F(X)=2-3x*+2x%+3 Polynom 5. Grades
o f(X)=x3+3x2—5x+4 Polynom 3. Grades in Normalform
o f(X)=2¢—-7x3—-5x+2 Polynom 4. Grades in Normalform
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250 -
!

! 4
200 1 f()=2x"=7x
150 !

100 \

50 \

-100} / .
/ f(x)=2x>-3x*+2x%+3

=150 y

-200+ ,’ f(x):x3+ % X2-5x+4 |

-250 L L L L L L
-8

Kurvenverlauf:
e Die Kurve verlauft durch den Punk®, ap).
¢ Die Funktion ist entweder nach unten oder nach oben beschrankt) ¢@lade ist:

an > 0: nach unten beschrankt
an < 0: nach oben beschrankt

e Die Funktion ist nicht beschrankt, fallsungerade ist.

Bestimmung von Nullstellen:

(1) graphisch, indem man die Kurve der Funktion zeichnet und die Schnittpunkte an
derx-Achse abliest.

(2) Zwischen zweix-Werten, fur die der eine Funktionswert positiv und der andere
negativ ist, liegt mindestens eine Nullstelle. Daher gibt es die Moglichkeit der
Intervallschachtelung.

Beispiel:
f(x)=x*-2x+3  f(-2)=-1, f(-1)=4

= im Intervall (-2,-1) liegt eine Nullstelle.
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f(—1.5) =2.625 —2<X<-15
f(—1.75) = 1.140625 —2<X<—-175
f(—1.85) = 0.368375 —2 <X <—185
f(—1.9) = —0.059 —190<x < —-1.85
f(—1.88) = 0.115328 —190<x < —1.88
f(—1.89) = 0.028731 —190< % < —1.89
f(—1.895 = —0.014992374 —1.895< X9 < —1.890
USW.
Merkregel:

Existiert bei Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige
Nullstelle, so ist diese Teiler vaam.
Beispiel:
f(x) =x>+6x2+21x+26 26 hat die Teiler 2,3,13 26
f(1) =54 f(-1)=10
(2) =100 f(—-2)=0

f(13) =3510 f(—13)=-1430

f(26) = 22204 f(—26) = —14040
= Xg = —2 ist die Nullstelle.

(3) Fur ein Polynom 2. Grades lassen sich die Nullstellen mit Hilfe der p-g-Formel
berechnen. Insbesondere a3t sich jedes Polynom der Form

f(x) =a+ b +c
durch dieSubstitution t = x? in die Form eines Polynoms 2. Grades bringen:

f(t)=at’4bt+c

Polynomdivision

Ist fn(X) ein Polynom n-ten Grades, und ig§ eine Nullstelle vonf,(x) ohne Rest,
so istfy(X) durch(x— xo) teilbar:

fn(X) = (x=%0) - fn-1(x)

Der Grad des Polynonf,_1 ist um 1 niedriger als der vofy(X).
Man bestimmtf,_1(x) durch Polynomdivision.
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Beispiel:

fn(X) = x3 — 6x% 4 11x— 6 hat die Nullstelleg = 1

(x3—6x2+11x—6) : (x—1) = x> —5x+6
X¥(x—1) — —(xC—x%)

—5x%+ 11x

—5x(x—1) —  —(—5x2+5x)
6Xx—6
(6x—1) — —(6x—6)

0

= f(X) = (x—1)- (x* — 5x+6)
Die weiteren Nullstellen lassen sich dann mit der p-g-Formel berechnen.
Die Betragsfunktion

Die Funktion

x— f(x) =X
hei3tBetragsfunktion.
Man erhalt die graphische Darstellung des Betrages einer Funkfipg|, indem

man alle Punkte der graphischen Darstellung ¥(x) die unterhalb dex-Achse liegen
an dieser spiegelt.
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15 S
\
N\
N

10+ .

5 - -

fx)=[x>-2|

0 L ]
-5 | | | |

6 -4 -2 0 2 4 6

2.5.6 Gebrochenrationale Funktionen

Jede Funktion, deren Funktionsgleichung sich auf die Form

g(x)  ax"+an_ X" 14 +ax+ag
h(X)  brxM+ by 1x™ 1+ byx+ by

f(x) =

mit g(x),h(x) ganzrationale Funktionen n-ten, bzw. m-ten Grades
bringen laf3t, heilgebrochen rationale Funktion

Es werden die beiden Falle unterschieden:
n > m: unecht gebrochenrational
n < m: echt gebrochenrational
Unecht gebrochenrationale Funktionen lassen sich durch Polynomdivision auf die Form

bringen, wobei
f’(x) ganzrationale Funktion

g (x)
h(x)

Definitionsbereich: i.AR ohne die Nullstellen des Nenners.

echt gebrochenrationale Funktion.
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Definition:

Die reelle Zahlxp hei3t Pol (bzw. Polstellg einer gebrochenrationalen Funtion

f(x) = &%, falls

h(xp) =0 und g(xp) # 0.
An den Polstellen ist der Funktionswert nicht definiert. In der Umgebung der Polstelle
wachst der Funktionswert tber alle Grenzen.

Beispiel:
X*—1 hat die Polstell
(X) = NN ST at die Polstellexp; = 3 undxpy = —2

gB8)=9-1=8 ¢g(-2)=4-1=3
h(3) =27+9-24-12=0
h(-2) =-8+4+16—-12=0

6 T T T

f x*-1
41 &)= XC+x2-8x-12

Asymptote

Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Die reelle Zahlxg ist die Nullstelle vonf (x) = %, falls

9(%)=0 und  h(x)#0

— Reduktion auf Nullstellenbestimmung von ganzrationalen Funktionen.
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Asymptoten gebrochenrationaler Funktionen

Als Asymptote einer gebrochenrationalen Funktibfx) bezeichnet man diejenige
Funktiona(x), an die sich der Graph der Funktidrix) fur x — +c0 anschmiegt bzw.
annéhert. Es gilt:

(1) Firm=nist die Geradef (x) = g Asymptote
(2) Furn< mist diex-Achse Asymptote

(3) Firn > mist nach Polynomdivisiorf (x) = % = f(x) + % die ganzrationale
Funktion f’(x) Asymptote.

3.5 \

2x2+3x+1

f(x)=
3+ ®) x2+1 .

2.5 .

n —
150 Asymptote f(x) = bi =2 1

m

0.5F A

_l 1 1 1 1 1 1 1 1
=50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

a7
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20

16

12

-12

=20

-10 8 10

15

Asymptote

/ ) X + 2x
X = —-———
)/ 4

_10 1 1 1 1
-12 -8 -4 0 4 8 12
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2.5.7 Bruch- und Wurzelgleichungen

Bruchgleichungen

Bei Bruchgleichungen lassen sich die Briche sofort beseitigen, indem man beide
Seiten mit dem Hauptnenner multipliziert.

Rechenweg:
1. Bestimmung des Hauptnenners
2. Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt eine ganzrationale Gleichung
3. Klammern auflésen, ordnen, zusammenfassen
4. Gleichung nachk auflésen
5. Probe
Beispiel:
10—x+13+x+17+4x_7x+26 X —21
3 7 21 x+21 ’
. 7-10—7x+13-3+3x+17+4x  7x+ 26
Hauptnenner links: 21 = =
21 X+21
6(x+21) 7x+26
= 0=-
. X 621 X+21
Hauptnenner rechts: (x+21) = 6= ::_21
—6x— 126+ 7x+ 26
= 0=
X+21
. o- x—100
©x+21
= 0=x-100 = x=100
Probe: 10— 100+ 13+ 1OO+ 17+400 6— 700+ 26 Y
' 3 7 21  ~  100+21

Wurzelgleichungen

Bei Wurzelgleichungen lassen sich die Wurzeln sofort beseitigen, indem man die
Gleichung entsprechend potenziert.

Rechenweg:

1. Wurzeln isolieren bzw. gleichverteilen

2. Potenzieren der Gleichung (notfalls mehrmals)
3. Klammern auflésen

4. Probe
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Beispiel:
VX2+3x+9—vX+2=0 ,x>-2
Quadrieren = VX2 4+ 3X+9=x+2
Nochmals quadrieren = X2+ 3x+9=(x+2)?
= X2+ 3X+9=x2+4x+4
= X=5
Probe: VB2 +3.549=7=5+2,/

2.5.8 Transzendente Funktionen

Exponentialfunktionen

Eine Funktion mit der Funktionsgleichung

f: R—RT
x— f(x)=a* acR

hei3tExponentialfunktion.

Eigenschaften
e Alle Graphen haben einen gemeinsamen Punkt

(0,1) fur f(x) =a
(0,—1) fur f(x) = —a*

e Die Funktionen besitzen keine Nullstellen.
e Die x-Achse ist Asymptote.

e Bei der Funktionf (x) = b-a* verschiebt sich def-Achsenschnittpunkt nadi®, b).
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Beispiel:

10

Die dargestellte Exponentialfunktionen mit dealerschen Zahl eals Basis spielen in
der Mathematik eine besondere Rolle (Siehe hierzu auch Abs@ittauf Seite71).
Die Eulersche Zahl e ist definiert als:

=1
e= Zo_' ~ 2,718 281 828..
&y n!
Logarithmusfunktionen

Eine Funktion mit der Funktionsgleichung

f: RT—SR
x— f(x) =logyx acR

hei3tLogarithmusfunktion .
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Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der zugehdrigen Exponentialfunktion.

Eigenschaften:

¢ Alle Graphen haben den gemeinsamen Pyhkd).
e Alle Logarithmusfunktionen haben einen Pol an der Stele- O.
e Sie sind streng monoton.

f9=lbx) =77

f(x) = In(x)

f(x) = 19(x)

(vergleiche auch Seited)

2.5.9 Exponentialgleichungen und logarithmische Gleichungen

Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen kénnen nach entsprechender Umformung durch Exponen-
tenvergleich, Logarithmierung oder Substitution gelést werden.

Exponentenvergleich: a*=a° < x=p
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Logarithmieren: a*=bP <« Ig(a)=Ig(bP)
& x-lg(a) = p-lg(b)
_ plg(b)
< X= @
Substitution: b-a%+c-a*+d=0
t=a¥ b-t24+c-t+d=0

— RuUckfuhrung auf eine quadratische Gleichung

Logarithmische Gleichungen

1. Gleichungen der Form  Iggf (x) =b < a%% ) =P
haben die Lésung f(x)=a, f(x)>0

log, f2(x)

2. Gleichungen der Form lod1(X) =
f2(x)

haben die Lésung f1(X) =

3. Gleichungen der Form lad1(x) = logy, f2(X)

lassen sich umrechnenin lof (x) = logy, f2(X) und damit auf den

log,b
2. Fall zurtickfiihren
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3 Trigonometrische Funktionen

3.1 Winkeleinheiten

Gradmalfd

1 Vollkreis = 360° Grad

1°= 60 Minuten
1= 60’ Sekunden
Bogenmal}

Das Bogenmal® oder ar@ ist das Verhaltnis der Bogenlange zum Radius am Kreisaus-
schnitt mit dem Winkelp:

Ein \ollkreis : ¢ =2n

Als Einheit des Bogenmal3es wird dBadiant (rad) verwendet. Da es das Verhéltnis
zweier Strecken ist, ist das Bogenmal3 im engeren Sinne jedoch einheitslos.

Umrechnung:

. 180° . ~ T
(p—(p-T in Grad, (p—(p-m in rad
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3.2 Recht- und schiefwinklige Dreiecke

Rechtwinklige Dreiecke

Diejenige Seite eines rechtwinkligen Dreiecks, die dem rechten Winkel gegenlber
liegt, heil3tHypotenuse die beiden anderen Seiten, die den rechten Winkel bilden,
werdenKatheten genannt.

Fur das rechtwinklige Dreieck gilt defatz des Pythagorasder besagt, dal3 die
Summe der Quadrate der Katheteundb gleich dem Quadrat der Hypotenusest:

a4 b? = c?

Die FlacheA des rechtwinkligen Dreiecks berechnet sich nach der Formel

1
A= -a:
2a b
. b
sino = — Coso = —
c
a b
tana = — cota = —
b a
Schiefwinklige Dreiecke
Sinussat£siehe auch Seit@9):
i _ ¢
sin(a) = b
) he
sin(fB) = 2

= sin(a)-b=sin(B)-a

Es ergibt sich deBinussatz

a b ¢
sine sinB  siny
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Cosinussatz(siehe auch SeitéQ)

Es qilt:

a2 = b%+ ¢ — 2bccosa
b? = a + ¢® — 2accosp

c? = a?+ b? — 2abcosy
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3.3 Definition der trigonometrischen Funktion am
Kreis

A y-Achse
sing = %’

X
r CosQp = -
/ 0] y x-Achse
K ]

X
tang = z
cotep = X
y
Speziellr = 1 (Einheitskreis):
.y
A y-Achse sing = 1 =Yy
\ )
1 COSp = 1= X
¢\> y x;Achse
< >
K tang = z
cotyp = X
y
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3.4 Graphen der trigonometrischen Funktionen

Sinus:

f: R—[-1,1]]

X — f(X) = sin(x)
Cosinus:

fi R—[-11]

x — f(Xx) = cogXx)

-3 1 -2 1 -1m on 1t 2T 31
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Tangens:

R\{(2n+1)Z|neZ} —R

f:

)
o

= tan(x)

— f(X)

X

3

21

in

om

ﬂ

Cotangens:

R\{nz|neZ} —R

f:

= cot(x)

— ()

X

|

2m

imn

om

|
-11

|
271

59



hochschule fiir angewandte wissenschaften
FACHBEREICH ELEKTROTECHNIK UND INFORMATIK hamburg
university of applied sciences

Periodizitat der trigonometrischen Funktionen

Periode Z:  sin(x+Kk-2x) = sinx
cogx+Kk-2m)= cosx
Perioder: tan(x+ k- ) = tanx

cot(x+k-m) = cotx

Spezielle Funktionswerte

X 0, 2w r E)7r r §7T z g71: i /4 §7r
’ 6’ 6 4’ 4 3’3 2 2
0°, 36(° | 3(°, 15(° | 45°, 135 | 6(°, 12C° | 9C° | 18(° | 27CF
f(x)
. 1 1 1
sin(x) 0 > > 2 > 3 1 0 -1
1 1
cogX) 1 +2V3 | £2V2 = 0| -1 0
2 2 2
1
tan(x) 0 i§\/§ +1 +vV3 | o | 0 | o
1
cot(x) % +/3 +1 iéx/ﬁ 0| o | 0
Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
: T T
sinx = cos(i — x) tanx = cot(i — x)
. (T T
COSX = sin <§ —x) cotx = tan<§ —x)
tanx- cotx = 1 1+ tarfx = 1
coZX
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six+cogx =1 Trigonometrischer Pythagoras
sinx COSX
tanx = —— COtX = ——
cosX sinx

Man kann jede Funktion durch die anderen ausdrticken, z.B.:

Cosx—j:LtX
V' 1+ cotx
3.5 Additionstheoreme
E
o : AE
W (a+h) = ==
AD+DE BC+DE
S e -~ "o oE
B KZ_I_E
~ OE OE
_ BC O_C+ﬁ: DE
~ OC OE OE EC
(] = sina-cosf +sinf - cosa
B
Analog ergibt sich:
sinfla+f) = sinacosB +cosasinf
coja+fB) = cosacospFsinasinf
tan(a L) — tana +tanf
~ l¥tanatang
cotacotf F1
(o+tp) = ——" =
cot(a+p) cotf + cotax
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Vielfache eines Winkels

Aus den Additionstheoremen ergibt sich tide= B:

sin(2e) = 2sinocoso

cog2a) = cosa—sifa

2tano
an2e) = G
cofa—1
cot20) = —ota

Setzt man in den Additionstheorem@n= 2a,3c,... so ergeben sich entsprechende
Formeln fiir sif3c), sin(4a) usw.

— Formelsammlung

Produkte trigopnometrischer Funktionen
. . 1 1
sina-sinf = écos(a—ﬁ)—écos(antﬁ)
1 1
coso -cosf = écos(a—ﬁ)+écos(a+ﬁ)

sina-cosf = %sin(a —B)+ %Sin(a +B)

Potenzen trigonometrischer Funktionen

Sirx — 1—cogq2x) codx — 1+ cogq2x)
2 2
Sirfx — 35|nx—45|n(3x) coSx— 3COS(—:COS(3X)

sirfx — 3— 4005(22) + cog4x) codx — 3+ 4005{2;;) +cog4x)
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3.6 Goniometrische Gleichungen

Die Auflosung der goniometrischen Gleichungen (Gleichungen, die die Winkelfunktio-
nen enthalten) kann man in 5 Schritte aufgliedern:

1. Vereinheitlichung der Argumente

2. Vereinheitlichung der Funktionstypen

3. Substitution der Ubriggebliebenen Winkelfunktion
4. Losen der algebraischen Gleichung und anschlie3ende Berechnung des Winkels
5. Probe

Beispiel:

Far
: . T
SinX+-sin <x+ §> =0
wird eine Losung im Hauptwertebereich

xe[0,2m) bzw. xe€[0°,360")

gesucht:
Schritt 1: nach dem Additionstheorem gilt:
sinx -+ sinxcos(%) -+ cosxsin(%) =0
= sinx+cosx=0
Schritt 2: = SiNX = — COSX
= tanx=—1
Schritt 3 und 4: = x =135 oder 318
Schritt 5: sin1358+-sin(135 +90°) =0/

sin315 +sin(315 +90°) =0/

= Xx=135 bzw.x= %n und x =315 bzw.x = %7: sind Lésungen im Hauptwerte-
bereich;
oder allgemein:

X:gﬂ—f-Zkﬂ und x:zzlﬂ+2k7r keZ
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3.7 Zyklometrische Funktionen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heifzgklometrische
Funktionen.

Man bezeichnet miy = arcsirnx die Umkehrfunktion zu der adf-Z, Z] eingeschréankten
Funktiony = sinx und nennt arcsin desrcussinus vonx:

fr 1,1 — [_g,g]

X — Y = arcsirx
Umkehrfunktion zuy = cosx:

f: [—1,1] — [0, 7]

X — Y = arccox

Umkehrfunktion zwy = tanx:
T T
f: Ro[——%,=
X — Yy = arctarx

Umkehrfunktion zwy = cotx:

f: R—|[0,x]

X — Yy = arccotx
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Es gilt also:
arcsin(sinx) = x
arcco$cosx) = x
arctarftanx) = x
arccot(cotx) = x
und

sin(arcsix) = x
coqarccox) = x
tan(arctarx) = x
cot(arccotx) = x

Graphische Darstellung:

05 m

y = arcsin x

-05 1t
-05T1 0 05m
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y = arccos X

0.5 mifp

0.5y ] ]

/ y = arctan x

-0.5 1t i

T -05m 0 o5 m T
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Il T T
|
\
\
‘\y:cotx
y = arcot X \
o.5nf
0
\\
\
\
-0.5 i \
\
\
\
\
\l
‘ ‘ \
T
T -05m 0 o5 m T
Spezielle Werte:
1 1 1 11 1
f(x)\x| -1 —23—52—5 0 > 5253 1
arcsin _E _E _E _E 0 E E E E
2 3 4 6 5] 4 3 2
arccos| =« §7r §7r gﬂ? Tz z z 0
6 4 3 213 4 6
1 1
f(X)\x | —v3| -1 —3v3| 0| 3v3| 1 V3
arctan| —~ | T F Jo| T |Z| T
3 4 6 6 4| 3
arccot §7r §7r gn T z |z
6 4 3 2 3 4| 6
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Es qilt:
. T
arcsim+arccox = - V—-1<x<1
T
arccotx+ arctark = >
1
arccotx = arctan)—( Vx>0
arcsin — arctan——— Vix <1
v 1— X2
X
arccotx = arccos——
V1+x2
X
arctark = arcsin———
1+x2
arccos — arccot—— Vix <1
vV1—x2

Arcusfunktionen negativer Argumente:

= arcsin—x) = —arcsirx
= arcco$—x) = w —arccox

arctar{—x) = — arctarx

< K K K
I

= arccot(—Xx) = m — arccotx

Die zyklometrischen Additionstheoreme folgen aus den Additionstheoremen flr trigono-
metrische Funktionen:

arcsinz VX2+xa <1V X% <0

arcsirky +arcsine = 7 —arcsire vVx2+x3>1A x> 0A% >0

—w—arcsing Vx2+x3>1A X <0AX <0
\

Mit Z=X14/1— X3+ X1 /1 — X2

weitere Formeln: Formelsammlung
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3.8 Berechnungen am Dreieck

3.8.1 Rechtwinklige Dreiecke

sina = CoSo =

tano = cota =

ol Ol
vl olT

1
a2+ b?=c? A:Eab

: b a
smB_E cosﬁ_E---

3.8.2 Schiefwinklige Dreiecke

Sinussatz

ino = -2
sina = b
: he
sinf = 5

= bsina = asinf

Es ergibt sich:

a b ¢
sine sinB  siny
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Cosinussatz

a2:hg_|_q2
hg:bz_pz

=P+

k q i
p=c+q
= a’> = b’+(c+q)?-¢
— B4R+ 200+ R P
= b?+c?+2cq
da
qa _
Y = coq180 )
= —cosa
— = -—bcosa
a’ = b?+ c? — 2bccosa
=

b? = a® + ¢? — 2accosp
¢ = a® + b? — 2abcosy
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3.9 Naherungsformel fir trigonometrische Funktionen

o x3 X x7j: R
SINX = X_§+§_ﬁ X e
2 A (6
X X
COSX = 1—Z+E—§i... XeR
1 2 17 T
tanx = X+ X+ —x°+ —x"+ ... XER. |x < =
T Tt T R, X <3
1 1 1 2
COtX = ——Xx——X——x—... XxeR,0<|X<m

arcsink = x4+-.-—4+-_>.2 >~ 2 XeR. |x| <1
t2 37245 226 7" €R, X <
arccosk = - —x X 13 % xR, |x <1
2 23 2.4 5 7 ’
3 5 7
B x® X
arctark = X——+———=... XeER, x| <1
3 5 7
T B x® X
arccox = — —X+———+—=... XeR, x| <1
2 XT3 517 R, M <

Fur kleine Winkel gilt insbesondere:

sinXx ~ X =~ tanx

COosX

Q

3.9.1 Zusammenhang der trigonometrischen Funktionen mit der
Exponentialfunktion

Eulersche Formeln

y =el® =cosp+jsing
y =e? =cosp—jsing
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Mit Hilfe der Eulerschen Formeln lassen sich komplexe Zahlen relativ einfach darstellen:

Im(z)
II I
bl ————————————— a Z=at ]b 1
r, !
a, / b, !
i A qD a, Re(2)
D
I a _
I AR AN
z=a+jb, | 2 ? = sin
b_
- =tan
r’=a+b
z =a+jb Kartesische Form
=TI CoSsp + jr sing
=r(cosp + jsing) Goniometrische Form
=rel? Exponentialform

Bei der Uberfiihrung einer komplexen Zahl in die goniometrische Form oder in die
Exponentialform sind besonders bei der Bestimmung des Winkeie entsprechenden
Vorzeichen zu beachten:

a b z liegtim ¢ liegt zwischen| tang

positiv | positiv | I. Quadranten 0° und 90 positiv
negativ| positiv | Il. Quadranten| 90° und 180 | negativ
negativ| negativ| lll. Quadranten| 180 und 270 | positiv

positiv | negativ| IV. Quadranten 270 und 360 | negativ

a=0 = ¢ =90 fallsb>0
@ =270 fallsb<O0
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b=0 = o=0° fallsa>0
¢=180 fallsa<O

Hauptwertebereich fur ¢ : 0° bis 360
bzw. 0 bis

Multiplikation komplexer Zahlen in Exponentialform
Seienz; = ry e/® undz, = r, el

W7o = rlej (Pll’zej ¢z
— rlrzej(Plej(PZ
— rlrzej((P1+j(P2)

— rlrzej ((Pl"‘(PZ)

Beispiel:
@)
271 = 3e% 2z =156
Z Z = 212»

60° = 341515

4.5® . —  3.1.5el45il5

3/ 45
1592 = z=45¢%
159/ » Re(z)

Der Zeigerz; wird um den Winkelp = 15° gedreht und um den Faktor 1.5 gestreckt.

Division komplexer Zahlen in Exponentialform

7 undz, seien definiert wie gehabt, dann gilt:

jo1 .
a_Nhe"  Nie-g
Vi) r2eJ<P2 ro
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Beispiel:

721 = 56e120 2z —25¢4

V4]

y4)

5 @i120

2.5el4%

_ O i(120-45)
2.5

= z=2¢l’®

Die komplexe Zahi; wird um den Winkelp = —45° gedreht und um den Faktoy = 2.5
gestaucht.

Potenzieren komplexer Zahlen in Exponentialform

z =rel®
= 720 =(rel?)"
—=r(e?)n
= 7" ="eln?
— "(cogng) + jsin(np))
Beispiel:
2= (1-jV3)°

umschreiben in Exponentialform:

F=V124 V3 =I13=v4=2

tang = _Tﬁj =—V3 ¢ =-60

a>0,b<0 = IV. Quadrant
= ¢ =360 +¢' =300
= z=1-jV/3=2el%07
also
2 = (2e1300)5 = 25I1500° 11500 = 4.360° +60°

= 22=32e
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3.10 Die Hyperbelfunktionen

_aX
y:sinhx:ex Ze D=R W=R
—X
y:coshx:exj;e D=R W = [1,0)
sinhx e‘—e™*
= tanhx = = D=R W= (-1,1
y=tan coshx eX+eX (=1.1)
—X
y=cothx= SO _ €€ 5 piir weR\[-1L1]

sinhx eX—eX

Graphische Darstellung:

4 T 4 ,
\ 1
\ / 1
3 \ y 3 , ¥ =cothx
\ / \
\ /
2t \ y 2r \
\ ’ \
~ s A
1 y=coshx T 1y =
y = sinh x
y = tanh x
0 0
-1 -1 ==
~N
\
-2 2ot \
\
\
-3 -3 !
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Beziehungen zwischen den Hyperbelfunktionen:

€ = sinhx 4 cosix
e * = coshx — sinhx
costfx—sintPx =1
tanhxcothx =1
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sinh(—x) = —sinhx ungerade Funktion

cosh(—x) = coshx gerade Funktion
tanh(—x) = —tanhx ungerade Funktion
coth(—x) = — cothx ungerade Funktion

Additionstheoreme

sinh(x+y) = sinhxcoshy+ coshxsinhy
cosh(x+y) = coshxcoshy+ sinhxsinhy
sinh(2x) = 2sinhxcoshx
)

cosh(2x) = costx+ sint’x

Beziehung zwischen Einheitskreis und Hyperbelfunktionen

1.5 : : : : 1.5
le— CcOtt —»,
1t 1F— - \- - - -
0.5} 0.5}
0 0 ‘
I
-0.5f -0.5f \
I
-1 I -1 !
< COS t \
< cosht—»
-15 : : : : -1.5— : —
“15 -1 -05 0 05 1 15 -2 -1 0 1 2
X = cost X = cosht
y = sint y = sinht
X2 +y2 =coft +sift =1 x2 —y? = costft —sintPt =1
= X+y?=1 = X—y?’=1
Kreisgleichung Hyperbelgleichung
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3.11 Die Areafunktionen

Um die Umkehrfunktion der Hyperbelfunktionen zu bilden, fihrt man ein weiteres neues
Funktionssymbol ein:

Die Umkehrfunktion zwy = sinhx ist:

y = arsinhx D=R W=R

(gelesen: area sinus hyperbolicus)

Entsprechend:

y=arcoshx D =[1,) W = [0, )
y=artanhx D=(-1,1) W =R
y=arcothx D= (-o,-1)U(1l,0) W =R\0

Graphische Darstellung:

3 3
2t — 2t |
i \ y=arcoth x
1t 77 : 1t N :
/ S~ -
0 a 0—
- \ _y = arcosh x T~
-1} y=arsinhx N | -1t N y|= artanh x
\\ \
-2 \\\, -2 |
-3 -3
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

arsinh(sinhx sinh(arsinhx) = x

) =
arcosh(coshx) = cosh(arcoshx) =x
artanh(tanhx) = tanh(artanhx) =x
arcoth(cothx) = coth(arcothx) =x
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Wichtige Zusammenhange:

y=arsinhx X2 +1)

y= arcoshx

n(x+vx2—1) x>1y>0
Vx2—1) x>1,y<0
1 l—l—x
= artanhx =_In( > 1
y= artan 2 1 x| <
1 1+X
= thx ==In{ — 1
y= arcothx =7 (x 1) x| >
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4 Einfahrung in die Vektorrechnung

4.1 Geometrie von Vektoren

In der Ebene und im Raum lassen sich Vektoren geometrisch als gerichtete Strecken oder
Pfeile darstellen. Die Richtung des Vektors entspricht dann der Pfeilrichtung, sein Betrag
der Pfeillange.

A: Anfangspunkt

B: Endpunkt

<O

v: Lange des Vektors

V: Vektor mit seiner Richtung

Vektoren heil3eidquivalent wenn ihre Lange und Richtung tberein stimmen:

aquivalente Vektoren

p3jmi
<0

Da man Vektoren meist ausschlie3lich durch Lange und Richtung charakterisiert,
betrachtet man &aquivalente Vektoren glsich auch wenn sie verschiedene Anfangs-
und Endpunkte haben:

V=w=72

Die SummeV + W zweier Vektorer/ undw ist der folgendermal3en bestimmte Vektor:

Man ordnevV und w so an, dafl} der Anfangspunkt van mit dem Endpunkt vorv
zusammenfallt. Der Vektov + w entspricht dann dem Pfeil vom Anfangspunkt vén
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zum Endpunkt vomw.

<0
p3jmi

o, o
V+w

SummeV-+w

Der zu V negative Vektor —V ist der Vektor mit dem gleichen Betrag wig aber
entgegengesetzter Richtung:

- I

Fur diesen Vektor gilty+ (—V) = 0

Die Differenz V — W ist dann definiert als:

Ve W =V+ (—W)

Haberv undw denselben Anfangspunkt, so stellt der vom Endpunktwaom Endpunkt
vonV gehende Vektor die Differenz— w dar.

Das Produkt k¥, k € R ist der Vektor, dessen Lange sich als d&sfache der
Lange vorw ergibt; seine Richtung stimmt flk> 0 mit der Richtung vow tberein, fur
k < O ist sie entgegengesetzt.

A

\
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Ein Vektor der Gestalkv heil3t skalares Vielfaches vonv. Skalare Vielfache sind
parallele Vektoren.

Vektoren im Koordinatensystem
Bei der Behandlung von Vektoren erweist sich die Einfihrung rechtwinkliger Koordina-

ten oft als zweckmaRig.

Ebene (2—dimensionaler Raum)

Sei V ein Vektor in der Ebene, dessen Anfangspunkt im Ursprung eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems liegt. Die Koordinatéxy,y;) seines Endpunktes sind die
Komponenten vonV, was man al§ = (x1,y1) schreibt.

Die Vektoraddition und Multiplikation mit einem Skalar lassen sich einfach auf die
Komponentenschreibweise Ubertragen:

AY
0 0
vEw Vo= (x1,1)
vl v — W o= (X,Y2)
7777777 o O |
0 V+WwW .
v |V w VHW = (X1+X2,Y1+Y2)
g VW = (X1—X2,Y1—Y2)
> X kv = (le,ky]_) k eR
Xl XZ
AY . AY
V- W 0
Vool ‘ k.v
: O O
. ! V- W
y-y| |V /o Ky |
yl /T 3 7777777777 T 3
! ‘D/, ! Y. R ‘ k% 3
X, XX v | ey
X,- X, X, k-x,
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Raum (3—dimensionaler Raum)

Analog zur Beschreibung von Vektoren in der Ebene durch Zahlenpaare kann man
Vektoren im Raum nach der Einflihrung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, durch
Tripel reeller Zahlen darstellen:

AZ
z,
P(x1,Y1,21) Punkt
v V= (X1,Y1,21) Vektor vom
v y Ursprung zum Punkt P
X,

Liegt der Anfangspunkt eines Vektovam Ursprung, so nennt man die Koordinaten des
Endpunktes wieddomponenten vonv:

V= (X1,Y1,21)
Es gilt dann:
V = (X1,Y1,21)
W = (X2,¥2,2)

VAW = (Xg+Xo,Y1+Y2,20+2)
V—W = (X1—X2,Y1—VY2,21— )
kv = (kxi,kyr,kz) keR

Der Anfangspunkt eines Vektors muf3 nicht unbedingt im Koordinatenursprung liegen.
Fir den Vektow = Pl—P>2 mit dem Anfangspunki®; = (x1,y1,z) und dem Endpunk® =
(X2,¥2,22) ist

V=PP = (Xo—X1,Y2— V1,22 — 21)
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Az
R(.Y.Z)
OF, R PR — OB-OR
==Y P].—P>2 - X27y2722 - Xl7Y1,Zl
OF R(X.Y,.2) __ ( )t )
. PP, = (X2—X1,Y2—Y1,22—21)
0

X

4.2 Norm (Betrag) eines Vektors

Die Norm eines Vektors, kurz |U], ist seine Lange. Nach dem Satz des Pythagoras gilt
fur den ebenen Vektor:

U= (X1,y1)

U =/} +y2

IstU = (x1,Yy1,21) ein Vektor im Raum, so folgt durch zweifache Anwendung des Satzes
von Pythagoras:

AZ
z,
0
u — —_
lul U2 = OR +RF
@:Zl
0 7Y, >y
. R

o b= ¢ +¥5+4

Ein Vektor der Norm 1 heil¥inheitsvektor &.
Der Abstand zweier PunkteP; = (X1,Y1,21) undP, = (X2,¥2,22) im Raum ist die Norm
des Verbindungsvekto@)g:

d= \/(Xz —x1)2+ (Y2 —y1)?+ (22— 21)?
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Allgemein gilt:

Furv+£0 ist|—$| v ein Einheitsvektor.

Einheitsvektoren entlang der Koordinatenachse

= V= (X1,Y1,2)

= Xqi + Y1 T+ 21R

4.3 Skalarprodukt von Vektoren

Seient undvverschiedene Vektoren, die den gleichen Anfangspunkt besitzen. Als Winkel
zwischeniundV bezeichnet man den durch die gestrichelte StretkerdV eingeschlos-
senen Winkeb, der die Ungleichung & 6 < & erfillt.

u
5 ﬂﬁ /e
- > - } -
0 0
\Y \Y%

0
u

<O

uy
u
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Definition:

Seiend und V zwei- oder dreidimensionale Vektoren, die den Winkeleinschlie-
Ren. DasSkalarprodukt oderinnere euklidische Produkt tv ist definiert als:

|T||V|]cos® ,U#O0AV£D

0
lulcos® ¥

Berechnung des Skalarprodukts durch die Komponenten

Seienl = (X1,Y1,21) und V = (x2,¥2,2) von Null verschiedene Vektoren, die den
Winkel 6 einschlieRen. Nach dem Cosinussaiz= b? + c? — 2bccosa) gilt dann:
AZ

P (X.Y,.%)

—

g BB

O
(;\ \ B(x,.y,.7 )
>y

IPLR)? = |T[% + V|2 — 2|0] V| cos®

Umrechnung ergibt:

UV =X X2 +Y1Y2 + 212

Winkelbestimmung
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Fir vonO verschiedene Vektoreis£ 0 undv + 0 gilt:

av
cosh = ——
|l[v]

Orthogonale Vektoren

Zueinander senkrechte Vektoren heilRemhogonal Zwei Vektorend, (U # 0) und
V, (V# 0) sind genau dann orthogonal, weii= 0 ist.
Schreibweise: ULV

Orthogonalprojektionen

In einer Reihe von Anwendungen interessiert man sich fir die Zerlegung eines Vektors
U in einen zu einem vorgegebenen Vek#bmparallelen und einem dazu senkrechten
Summanden.

Der Vektorl; hei3tVektorkomponente von{ entlang & Der Vektord, heif3tVektor-
komponente voni senkrecht zua.

Es qilt:
da
da

Die Norm der Vektorkomponenete erhélt man nach:

U4l
Uy| = —= = |U|| cosH
0| =T =ulcoso|
|U, | =|U|sin6
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g O
u u
O

L fdl sin © 01 ul

sin [ul sin ®
o a S
. > > - =
[ul cos® —lul cos® a

0<6<73 7<6<m

4.4 Kreuzprodukt

Die Aufgabenstellung ist zu zwei gegebenen raumlichen Vektoren einen Dritten zu
finden, der auf den beiden Anderen senkrecht steht.

Definition:

Sind U = (X1,Y1,z1) und V = (X2,¥2,22) Vektoren im Raum, so ist ihKreuzpro-
dukt  x V definiert durch:

UX V= (Y122 — Z1Y2, Z1 X2 — X122, X1Y2 — X2Y1)

Es qilt:
UxV=—(Vx1)

Die Richtung vort x V ergibt sich nach der

Rechten-Hand-Regel

Zeigen die Finger der rechten Hand
a von U nachv, so weist der Daumen
in Richtungu x vV

Geometrische Interpretation des Kreuzproduktes

Seiend und V Vektoren im Raum. Die Norm ihres Kreuzproduktés< V hat eine
nitzliche geometrische Bedeutung.
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Es qilt:

Ux V| = ] |V|-sin®

. . A=|U|-|V|-sin6

Rlsino - ’ Flache des Parallelogramms
O

|ul u

C

Sind U und V Vektoren im Raum, so entsprichi x V| dem Flacheninhalt des von ihnen
aufgespannten Parallelogramms.
Enstsprechend ist der Flacheninhalt des DreARE bestimmt durch:

1 .
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